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Resume. Soit G un groupe algebrique reductif sur la cloture algebrique d'un 
corps fini et defini sur ce dernier. L'existence du support unipotent d'un 
caractere irreductible du groupe fini G{¥q), ou d'un faisceau caractere de G, a 
ete etablie dans differents cas par Lusztig, Geek et Malle, et le second auteur. 
Dans cet article, nous demontrons que toute classe unipotente sur laquelle 
la restriction du faisceau caractere ou du caractere donne est non nuUe est 
contenue I'adherence de Zariski de son support unipotent. Pour etablir ce re- 
sultat, nous etudions certaines representations des groupes de Weyl, dites "bien 
supportees". 



1. Introduction 

Soit Fg la cloture algebrique d'un corps fini Fg, et soit p sa caracteristique. Soit G 
un groupe algebrique reductif sur F^ qui est defini sur Fq, et soit F I'endomorphisme 
de Frobenius associe a la structure F^-rationnelle de G. Etant donne un caractere 
irreductible p de G^ , Lusztig a pose en 1980 le probleme de lui associer une classe 
unipotente i^-stable O de G telle que la restriction de p a soit non nulle, et telle 
que la dimension de O soit maximale parmi les classes unipotentes possedant cette 
propriete. Une telle classe est appelee le support unipotent du caractere. Lusztig a 
resolu lui-meme ce probleme en 1992 0J, sous I'hypothese que p est suffisamment 
grand. Dans le meme article, il a aussi etabli un resultat concernant le support 
unipotent des faisceaux caracteres. Geek et Malle ont reussi a enlever I'hypothese sur 
p dans le cas d'une notion legerement differente de support unipotent de caractere 
|l()j . [l^^j . Quant aux faisceaux caracteres, le second auteur a etendu le resultat de 
Lusztig au cas ou la caracteristique est bonne P], en utilisant la meme approche 
que dans |18j . 

Le but du present article est de raffiner la description de I'ensemble des classes 
unipotentes sur lesquelle la restriction d'un caractere ou d'un faisceau caractere est 
non nulle, par une etude detaillee des representations induites des groupes de Weyl. 
Si O est une classe unipotente de G, soit A(0) le groupe des composantes du cen- 
tralisateur d'un element de O. Soit W le groupe de Weyl de G, et soit Ng I'ensemble 
des couples (O, tt) ou O est une classe unipotente et tt est une representation irre- 
ductible du groupe A{0). Rappelons que la correspondance de Springer associe a 
toute representation irreductible de W un element de Mg- Cette application, notee 
V. Irr(M^) TVg, est injective. A la sectional nous introduisons le concept d'etre 
"(specialement) bien supporte" : une representation de W est dite (specialement) 
bien supportee si les elements de Ng correspondant a ses composantes irreductibles 
verifient certaines conditions. Le fait qui rend ce concept utile est le Theoreme l3.4l 
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qui afRrme qu'une representation induite d'une representation specialement bien 
supportee est bien supportee. La plus grande partie de la preuve de cet enonce est 
achevee a la sectional quoique certains calculs pour les groupes classiques soient 
reportes a la sectional 

La section 0] traite des liens entre les developpements des deux sections prece- 
dentes et I'ordre partiel introduit par le premier auteur en [IJ sur les classes de 
conjugaison du quotient de Lusztig associe a une classe unipotente. Aux sections[3- 
Elsont etablis les resultats principaux de I'article. Ces enonces afErment que toute 
classe unipotente sur laquelle la restriction d'un faisceau caractere ou d'un carac- 
tere irreductible, respectivement, est non nulle est contenue dans I'adherence de 
Zariski du support unipotent de celui-ci. La version qui traite des caracteres etend 
un resultat etabli par Geek et Malle pour les caracteres unipotents. 

Nous notons le normalisateur (resp. le centralisateur) d'un sous-groupe H dans 
un groupe G par Ng{H) (resp. Cg{H)). Le centre de G est note T^iG). Si K est un 
groupe fini, Irr(ii') designera I'ensemble des classes d'isomorphismes de representa- 
tions irreductibles de K, et G\{K) I'ensemble des classes de conjugaison de K. 

Nous aimerions remercier F. Liibeck et K. McGerty pour des conversations utiles. 

2. Rappels sur les classes unipotentes et les groupes de Weyl 

Dans cette section, nous allons rappeler certains concepts cles qui nous seront 
utiles dans la suite. Le premier paragraplie traite les degres generique et fantome 
d'une representation de W et puis introduit le quotient de Lusztig de A(0). Au 
deuxieme paragraphe nous revisons la relation entre les cellules bilateres de W et 
les pieces speciales de la variete unipotente. Le dernier paragraphe est consacre a 
I'etude de plusieurs sortes d'induction. On ne pretend pas d'avoir traite ces themes 
d'une maniere approfondie : nous nous contentons ici de simplement donner une 
breve liste des faits dont nous aurons besoin plus tard. 

2.1. Le quotient de Lusztig. A toute representation d'un groupe de Weyl sont 
associes deux polynomes d'une variable g, le degre generique et le degre fantome. 
Le degre generique donne la dimension de la representation unipotente correspon- 
dante du groupe de Chevalley fini G(Fq), tandis que le degre fantfime est tel que 
le coefficient de donne la multiplicite de la representation donnee dans la «-eme 
puissance symetrique de la representation refiexion (pour les groupes de type A, les 
deux sont egaux). 

Nous definissons maintenant deux entiers qui sont associes a une representation 
de W quelconque. La a-valeur d'une representation est I'entier i le plus petit tel 
que le coefficient de soit non zero dans le degre fantome. La a-valeur est la meme 
quantite a I'egard du degre generique. (Nous suivons ici les notations de Carter Q ; 
ailleurs dans la litterature, ces entiers sont appeles la 6-valeur et la a-valeur, respec- 
tivement). D'apres Lusztig, une representation est dite speciale si sa a-valeur et sa 
a-valeur sont egales. Les classes unipotentes speciales sont les classes O telles que 
(0, 1) correspond a une representation speciale via la correspondance de Springer. 
Pour toute classe unipotente O, nous dirons que v~^{0, 1) est la representation de 
Springer de O. 

Le quotient de Lusztig de A{0), note A{0), est defini en termes des a-valeurs 
et des a-valeurs. Pour une classe O donnee, nous considerons toutes les represen- 
tations de W qui correspondent a des couples (0,7r). En particulier, soit Eg la 
representation de W associee a (0, 1). Soit K C A{0) I'intersection des noyaux des 
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representations tt telles que (O, tt) — v(E) ou E est une representation de W dont la 
a-valeur est egale a celle de Eq. Le quotient de Lusztig est le quotient de AiO) par 
K (a I'origine, Lusztig fit cette definition seulement pour les classes speciales, mais 
Sommers remarqua qu'elle est egalement valable pour les classes non speciales). 

2.2. Cellules bilateres. Rappelons maintenant quelques faits sur les cellules bi- 
lateres. II s'agit de certains sous-ensembles de I'ensemble des elements de W , definis 
via Taction de W sur son algebre de Hecke. Les elements d'une cellule bilatere cor- 
respondent a une base pour un module (non irreductible, en general) de W ^ et on 
pent done parler d'une representation qui "apparait" dans une cellule bilatere. En 
fait toute representation de W apparait dans une unique cellule bilatere et chaque 
cellule bilatere contient une unique representation speciale. 

Lusztig a trouve une relation interessante entre les cellules bilateres et les represen- 
tations de Springer, fondee sur la notion de 'piece speciale. Une piece speciale est la 
reunion d'une classe unipotente speciale et toutes les classes unipotentes dans son 
adherence de Zariski qui n'appartiennent a I'adherence de Zariski d'aucune classe 
speciale plus petite. Done une piece speciale contient une classe speciale et un cer- 
tain nombre (eventuellement nul) de classes non speciales. Spaltenstein a montre 
que toute classe unipotente appartient a une unique piece speciale, et done que 
les pieces speciales constituent une partition de la variete unipotente. Le theoreme 
suivant, qui relie les pieces speciales aux cellules bilateres, est un corollaire immediat 
d'un resultat de Lusztig fjy, Theorem 0.2]. 

Theoreme 2.1. Soient Oi et O2 deux classes unipotentes, et soient Ei et E2 leurs 
representations de Springer respectives. Oi et O2 appartiennent a la meme piece 
speciale si et seulement si Ei et E2 appartiennent a la meme cellule bilatere. 

Si I'une des representations Ei correspond a un couple {Oi,ni) G A/g avec tt^ 
non triviale, I'analogue de I'enonce ci-dessus n'est pas vrai : il est possible, dans ce 
cas, que Oi et O2 n'appartiennent pas a la meme piece speciale. Neanmoins, Geek 
et Malle ont obtenu le resultat suivant dans ce contexte. 

Proposition 2.2 ( Q Proposition 2.2]). Soit E une representation speciale de W 
qui correspond a la classe O. Si Ei est une representation irreductible dans la cellule 
bilatere de E, alors Ei est associee par la correspondance de Springer a un couple 
(e)i,7ri) tel que Oi < O. 

2.3. Families de Lusztig. Lusztig a defini une partition de Irr(VF) en families 
de la maniere suivante. Si = {1}, il y a une famille unique, constituee par 
la representation triviale de W . Supposons maintenant que W possede au moins 
deux elements et que les families ont deja ete definies pour tons les sous-groupes 
paraboliques standard propres de W . On dit alors deux representations irreductibles 
E et E' de W appartiennent a la meme famille s'il existe une suite E = Eq, 
El, . . Er ^ E' de representations irreductibles de W, telles que, pour chaque i 
(0 < i < r — 1), il existe un sous-groupe parabolique propre standard Wi de W et 
des representations irreductibles M/, M" de Wi, appartenant a une meme famille 
de Wi, telles que 
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ou £ est la representations signe du groupe W. La fonction a est constante sur chaque 
famille. Barbasch et Vogan ont montre que deux representations irreductibles de 
W appartiennent a une meme famille si et seulement si elles apparaissent dans 
une meme cellule bilatere, Theorem 2.29] (voir aussi ^). Nous dirons que cette 
cellule et cette famille se correspondent. Une cellule bilatere sera dite cuspidate si 
la famille qui lui correspond est cuspidale au sens de (8.1)]. 

2.4. Induction. Pour I'etude des supports des faisceaux caracteres, nous voudri- 
ons connaitre des proprietes des representations de W induites d'une certaine classe 
de sous-groupes de W. II est commode d'introduire en meme temps une certaine 
classe analogue de sous-groupes de G. Dans la terminologie introduite par Sommers, 
un sous-groupe de G est appele un pseudo sous-groupe de Levi s'il est le central- 
isateur d'un element semi-simple. Un sous-groupe de W qui est le groupe de Weyl 
d'un pseudo sous-groupe de Levi sera appele un pseudo sous-groupe paraholique. 
Une autre description est obtenue comme suit. Supposons choisi un ensemble H de 
racines positives simples. Soit Hq = nu{ao}, ou ao est le negatif de la racine la plus 
haute. Rappelons qu'un sous-groupe de G (resp. de W) est un sous-groupe de Levi 
(resp. parabolique) s'il correspond a un sous-systeme de racines engendre par un 
sous-ensemble de H. Un sous-groupe de G (resp. de W) est un pseudo sous-groupe 
de Levi (resp. pseudo sous-groupe parabolique) s'il correspond a un sous-systeme 
de racines engendre par un sous-ensemble propre de Hq. 

Une classe de sous-groupes de W qui nous sera tres importante est celle fournie 
par I'ensemble des pseudo sous-groupes de Levi du groupe dual G* de G. Puisque 
le groupe de Weyl de G et celui de G* sont canoniquement isomorphes, nous pou- 
vons considerer les pseudo sous-groupes paraboliques du groupe de Weyl de G* 
comme sous-groupes de W lui-meme. Par abus de langage, nous appelerons de tels 
sous-groupes de W pseudo sous-groupes paraboliques du dual de W . De plus, la 
correspondance entre les sous-groupes de Levi de G et ceux de G* montre que tout 
sous-groupe parabolique de W est aussi un pseudo sous-groupe parabolique de son 
dual. 

Si W est un pseudo sous-groupe parabolique du dual de et est une represen- 
tation irreductible de W , il y a deux sous-modules de IndJ^/ E auxquels il faut 
preter attention. Notons j^iE la somme des composantes irreductibles de Ind|^/ E 
qui ont la meme a-valeur que E. La somme de ceux qui ont la meme a-valeur que 
E sera notee Jy^,E. Sous certaines hypotheses, qui sont toujours satisfaites si, par 
exemple, E est speciale, le module j^'^ 6st lui aussi irreductible. Plus precise- 
ment, si E est speciale, ce module, appele I'induction tronquee de E, est toujours 
une representation de Springer d'une certaine classe unipotente. De plus, si W est 
un sous-groupe parabolique, alors I'induction tronquee de E est aussi speciale. 

L'induction pour les representations des groupes de Weyl est intimement liee 
a certains autres types d'induction. L'induction pour les classes unipotentes est 
precisement I'induction tronquee des representations de Springer correspondantes. 
De surcroit, pour une cellule bilatere d'un pseudo sous-groupe parabolique du dual 
donnee, on pent considerer la cellule qui contient la j-induction de son unique 
representation speciale. Appelons cette cellule la cellule induite de la premiere. 
(Cette terminologie est en accord avec la theorie d'induction plus sophistiquee in- 
troduite par Xi dans (HOI)- La representation J^,E est tehe que toutes ses com- 
posantes irreductibles appartiennent a une unique cellule bilatere, qui est la cellule 
induite de celle a laquehe appartient E. 
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L'ensemble des cellules bilateres est muni d'un ordre partiel naturel provenant de 
leur definition en termes de Taction de W sur son algebre de Hecke. D'autre part, 
cat ensemble est en bijection avec l'ensemble des classes unipotentes speciales, qui 
herite un ordre partiel de l'ensemble de toutes les classes unipotentes. Barbasch 
et Vogan ont demontre que ces deux ordres coincident Proposition 3.23]. Cette 
equivalence permet de voir que I'induction des cellules bilateres est une applica- 
tion croissante, en la comparant avec I'induction des classes unipotentes. D'apres 
Spaltenstein, cette derniere operation est croissante. Soient Oi et O2 deux classes 
induites telles que Oi < O2, et soient 0[ et O2 l^s classes speciales dans leurs pieces 
speciales respectives. Pour voir que I'induction des cellules est croissante, il faut de- 
montrer que 0[ < O2, laquelle inegalite est impliquee par certaines proprietes de 
I'application de dualite d de Spaltenstein. Cette application est decroissante, done 
d^iOi) < d^{02). De plus, d^{0) est toujours la plus petite classe unipotente spe- 
ciale dont I'adherence de Zariski contient O. Autrement dit, d^{0) est I'unique 
classe speciale dans la piece speciale de O. On deduit que O'l < O2. 

3. Representations bien supportees 

Via la correspondance de Springer, nous pouvons introduire la notion de support 
d'une representation de W . Soit E une representation de W . Si E irreductible et 
v{E) = (0,7r), le support de E est la classe unipotente O. Si E n'est pas irre- 
ductible, son support est la reunion des supports de ses composantes irreductibles. 
Les resultats de cette section sont fondes sur la notion suivante. 

Definition 3.1. Une representation E deW est dite Men supportee si son support 
supp E verifie les deux conditions suivantes : 

(1) II existe une unique classe unipotente Oo telle que la representation de 
Springer Eq de Co intervienne dans E, et Oq C suppE C Oq. 

(2) Tons les termes de E appartiennent a des cellules bilateres c' qui satisfont 
c' < Co, ou Co designe la cellule qui contient Eq. 

De plus, E est dite specialement bien supportee si la classe Oq est speciale. 

Une consequence particuliere de cette definition sera importante dans la suite. 
Pour le lemme suivant, nous conservons les notations de la definition precedente. 

Lemme 3.2. Soit Ei une composante irreductible de E, et supposons que v{E) — 
(O, tt). Si O appartient a la piece speciale de Oq, alors tt est definie sur A{0). 

Demonstration. Grace a la condition nous savons que j^~^(C', tt) doit appartenir 
a Co, car selon la Pronosition l2.2[ les representations dans une cellule plus petite ne 
peuvent pas etre associees a une classe dans la piece speciale de Co - Par consequent, 
la a-valeur de u'^^O, it) est egale a celle de Eq. Le Theoreme 12 . II nous dit que cette 
derniere est egale a la d-valeur de la representation de Springer de O. On deduit 
que le noyau K de I'application A{0) — > A{0) est contenu dans le noyau de tt, et 
done que tt est definie sur A{0). □ 

La proposition suivante relie le support d'une representation induite et les ordres 
partiels sur les classes et sur les cellules. 

Proposition 3.3. Soit L* un pseudo sous-groupe de Levi de G* , et soit W son 
groupe de Weyl. Soit Ei une representation irreductible de W qui appartient a une 
cellule bilatere ci correspondant a la classe unipotente speciale Oi . Soit c et O les 
induites de Ci et Oi, respectivement, et soit E = Ind{^/ Ei. Alors : 
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(1) supp£; C O. 

(2) Toute composante irreductihle de E appartient a une cellule bilatere c' telle 
que c' < c. 

La plupart de cette section est consacree a la preuve de cette proposition. Nous 
I'etablirons pour les groupes classiques par des methodes combinatoires, et pour 
les groupes exceptionnels par des calculs explicites. Avant de commencer ce projet, 
cependant, nous verrons la consequence la plus importante de cette proposition. 

Theoreme 3.4. Soit L* un pseudo sous-groupe de Levi de G* , et soit W le groupe 
de Weyl de L* . Soit Ei une representation de W , et soit E = Ind^/ Ei. Si Ei est 
specialement hien supportee, alors E est hien supportee. De plus, lorsque L* est un 
sous-groupe de Levi, la representation E est specialement hien supportee. 

II est a noter que Ei n'est pas supposee irreductihle. 

Demonstration. Soit Oi une classe maximale dans le support de Ei, et soit Co la 
classe induite de Oi. La Pronosition 13 . .SI nou s dit que suppi? C Oq. De plus, puisque 
la representation de Springer de Oi intervient dans Ei , celle de Oq intervient dans 
E, et par consequent Oq C supp E. La condition (QJ d'etre bien supportee est done 
satisfaite. 

Soit Ci la cellule bilatere qui correspond a Oi, et soit Cq sa cellule induite dans 
W. L'enonce l|2l de la Proposition 1.3 .,31 combine avec le fait que I'induction des 
cellules bilateres respecte I'ordre partiel, implique la conditional 

La representation E est done bien supportee. Si L est un sous-groupe de Levi, 
nous Savons que la classe induite Oq est speciale, et done sous cette hypothese E 
est specialement bien supportee. □ 

Considerons maintenant les aspects d'un groupe classique qu'il faut comprendre 
pour prouver la Pronosition 1,3. .31 Nous employerons certains objets combinatoires 
introduits par Lusztig pour parametrer les representations de W et les elements 
de A/g- II s'agit des symboles [J^ et des u-symboles QJ], respectivement. Pour 
I'instant, nous restreignons notre attention aux u-symboles qui correspondent aux 
elements de A/g apparaissant dans la correspondance de Springer (non generalisee) : 
ce sont les w-symboles "de defaut < 1". Les symboles et les u-symboles de defaut 
< 1 sont certaines paires de listes d'entiers, de la forme 

/oi 02 • • ■ am+i\ fai a2 ■■■ 

\ h ■ ■■ hm ) \bi b2 ■ ■ ■ bm 

types B et C type D 

OU fli < a2 < • • • < ftm+i, et 6i < • • • < 6m. Deux symboles ou u-symboles dans 
lequels les memes entiers ont lieu avec les mgmes multiplicites sont dits similaires. 
Un symbole ou un u-symbole est dit distingue si 

ai < 6i < a2 < 62 < ■ • • < a,„ < 6m < am+i. 

II est evident que toute classe de similitude contient un unique element distingue. Un 
symbole correspond a une representation speciale si et seulement s'il est distingue. 
Un M-symbole correspond a un couple (0, 1) si et seulement s'il est distingue. 

Appelons le nombre m la longueur du symbole ou du u-symbole. II y a une 
relation d'equivalence qui permet, pour tout symbole ou it-symbole de longueur to, 
de trouver un symbole ou u-symbole equivalent de longueur to + 1. 
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Dans le type -B„, soit N = 2n + 1; dans C„ ou -D„, soit N = 2n. Les classes 
unipotentes sont ainsi en correspondance avec un certain sous-ensemble de I'ensem- 
ble des partitions dc TV. Si A = (Ai < A2 < ■ • ■ < Afe) est une partition de iV, soit 
crj(A) la somme des i plus grandes parties de A : c'est-a-dire, 

k 

j=k-i+l 

Dans I'ordre particl usuel sur les partitions, on dit que A < A' si ai{X) < <Ji{\') 
pour tout Si A = (Ai < A2 < • • • < \k) et A' = (Ai < A2 < • • • < A^) sont des 
partitions de n et n' respectivement, nous noterons A V A' la partition de n + n' 
definie par (A V A')i = Aj + A^. Nous dirons que A V A' est la partion jointe de A et 
A'. 

Nous decrivons maintenant le processus pour obtenir un symbole ou un u- 
symbole a partir d'une partition de N. Le nombre de parties de A est pair dans le 
type D et impair dans le type B. Supposons ce nombre pair dans le type C, quitte 
a ajouter une partie egale a si necessaire. Soit m tel que le nombre de parties de 
A est 2m (types C et D) ou 2m + 1 (type B), et soit A la partition definie par la 
formule Ai = Aj + (i — 1) : c'est une partition de + m{2m — 1) (types C et D) ou 
N + m{2m + 1) (type B) . 

Soit -q* = {ril < ■ ■ ■ < ?7,*J la liste des parties paires de A (on peut montrer par 
recurrence que 77* doit avoir m parties). Soit ^* la liste des parties impaires de A, 
avec un "1" supplementaire ajoute au debut de la liste dans le type C. Definissions 
deux partitions r] ct £, tcllcs que 2rii = rj* et 2^^ + 1 = ^* . Alors ^ a m + 1 parties 
dans les types B et C, et m parties dans le type D. Soient ^ et 77 les listes d'entiers 
definies par les formules suivants. 

^\ _ f^i 6 + 1 • • • ^m + {m-l) ^m+i + m 

V. 



Type B : 
Type C : 

Ty^eD: (^) = (^^ + j - ^™ + " 



Vi % + 1 • • • Vm + {m-l) 

I^Ci 6 + 2 ••• Cm+m ^m+i + {m+l) 

f]J V /?! + 1 ?72 + 2 • • • Vm + m 



Si A est la partition qui correspond a la classc unipotente O, alors (^) est Ic u- 
symbole qui correspond a (C, 1), et (^) est le symbole qui correspond a la represen- 
tation du groupe de Weyl associee a {0, 1). 

II peut arriver qu'une comparaison de deux symboles ou (/-symboles implique une 
relation d'ordre entre les classes unipotentes associees. En particulier, remarquons 
que si A et A' sont deux partitions de N correspondant a deux classes unipotentes, 
alors A < A' si et seulement si A < A'. De plus, ces dernieres partitions sont faciles a 
calculer a partir du symbole correspondant. Cette observation est utilisee au cours 
de la preuve du lemme suivant. 

Lemme 3.5. Soient (1) et (1,) les u-symboles de la meme longueur, et soient A et 
X' les partitions parametrant les classes unipotentes auxquelles ils sont associes. Si 
^Ufj<^'Ufj', alors A < A', avec egalite si et seulement si (1) = (1,) . 
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Demonstration. Nous pouvons supposer les u-symboles distingues, car les partitions 
^ U et ^' U 77' ne dependent que de la classe de similitude des w-symboles. Ces u- 
symboles proviennent alors de deux symboles (^) et (^,). D'apres les commentaires 
ci-dessus, il sufRt d'etablir que A < A'. Supposons que les partitions ^Ufj et f U f]' 
ne different qu'en deux parties (pour tout couple de w-symboles, il est possible de 
trouver une suite de w-symboles intermediaires tels que deux u-symboles consecutifs 
ne different jamais en plus de deux parties). On en deduit que les symboles (^) et 

(«',) different aussi en deux parties au plus. 

Notons les partitions ^ U 77 et ^' U ry' respectivement fi et /i'. II existe done 
deux indices io > ii telles que = ^[ si i ^ io,H, mais = — C et /z^j = 

+C, ou C est un certain entier strictement positif. Cette description nous fournit 
une description analogue de la relation entre A et A'. Soit A^^, la partie de A' qui 
correspond a : c'est-a-dire, ou A^^ = + 1 ou A^-^ — '2^J■ig, suivant que /i^^ est 
membre de ^' ou de rj' . Soit A^^^ la partie analogue correspondant a fi'^^ (il n'est pas 
forcement vrai que zq = jo ou ii = ji). Alors A est la partition obtenue a partir de 
A' en remplagant A^-^ et A^-^ par A^-^^ — 2C et A^-^ + 2C, respectivement. Remarquons, 
cependant, que ce n'est pas dire que Xj„ = A^^^ — 2C. Apres d'avoir remplace ces 
deux parties de A', il est possible que les parties de celle-ci ne soient plus en I'ordre 
decroissant. Done il n'est pas tout de suite evident que A < A'. 

Nous Savons que /i^g — C > /i^j + C. Si cette inegalite est stricte, alors on pent 
conclure que A^^ — 2C > X'j^ — 2C. D'autre part, si la premiere inegalite est en realite 
une egalite, alors il est possible que A^-^ — 2C = Aj-i — 2C — 1, dans le cas ou fi'^^ 
fait partie de fj' et fi^_^ fait partie de f'. Neanmoins, ces deux parties, considerees 
toutes seules comme partitions de A^-^ + A^-^ , satisfont toujours 

[^;. <^;o]<[A;,+2c,A;-2q 

(I'inegalite est stricte parce que C est suppose strictement positif). Toutes les autres 
parties de A et de A' sont egales, done nous pouvons conclure que A < A'. □ 

Lemme 3.6. Soient (a, /3) et (a', /?') deux paires de partitions, vues comme parame- 
trant des representations de W , telles que a < a' et (3 < P' . 

(1) Soient (O^tt) et (C,7r') les elements de Afc auxquels elles sont associees 
par la correspondance de Springer. Alors O < O' , avec egalite seulement si 
a^a' et 13 ^ /?'. 

(2) Soient Oi et 0[ les classes speciales auxquelles correspondent les cellules 
hilateres dont {a, (3) et {a', 13') font partie, respectivement. Alors Oi < O'l, 
avec egalite seulement si a = a' et (3 = (3' . 

Demonstration. Soient (^) , (^,) et (|) , (|,) les symboles et les w-symboles qui cor- 
respondent a (a,/3) et (a',/3'), respectivement. Supposons que tons ces symboles et 
u-symboles ont meme longueur. 

Associons a [a, (3) et (a',/3') deux u-symboles (|) et (?,) de la meme longueur. 
Grace aux hypotheses sur (a, (3) et (a', /?'), il est clair que C U < U ry'. L'enonce 
(QJ est alors consequence immediate du Lemme 

Quant a l'enonce l|2l, remarquons d'abord qu'il n'equivaut pas a l'enonce que 
I'unique classe speciale dans la piece speciale de O est inferieure a celle dans la 
piece speciale de O' . La reciproque de la Pronosition 12 . 21 est fausse : il est possible 
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que Oi soit strictement plus grande que la classe speciale dans la piece speciale de 
O. 

La partie ^ decoule d'un bref calcul en termes des symboles. Soient A et A' les 
partitions des classes Oi et O'l, et soient A et A' definies d'apres la discussion qui 
precede le Lemme l8!5l On a A = ^ U 77 et ^' U II est evident, sous les hypotheses 
du lemme, que C < ^' et 77 < 77', et done A < A'. II est egalement clair que A = A' 
seulement si £, — ^' et rj = ij' . □ 

Lemme 3.7. Soit ni ~ n/2 si n est pair, et ni — {n + l)/2 si n est impair. 
Soit n2 = n- m. Soient = [1"=^]) et (a',/3') = ([1"^+'=], [1"^"*^]), oil 

—ni < k <n2. Alors les conclusions et ^ du Lemme \S~^ sont vraies. 

Demonstration. Nous allons verifier I'enonce (QJ du lemme precedent par un calcul 
explicite des u-symboles appropries. Supposons pour I'instant que k est positif, et 
que le groupe W est de type B. Alors 

/A _ /O 2 ••■ I 1 + 3 •■• 2m -1 2m + l 

V^7~V0 2 ■■■ p p + 3 ■■■ 2m -1 

ou / = 2(m — ni ~ k) et p = 2(m ~ n2 + k). La partition ^' Ufj' a done la forme 

[0^2^... J^; + 2,Z + 3,...,p-l,p, 

{p + 2)2, {p + 4)^ . . . , 2(m - 2) + l2, 2(m - 1) + 1^, 2™ + 1]. 

Remarquons que p — l + 2{2k + ni — n2). II est evident, a partir de cette description, 
que la partition ci-dessus atteint la valeur la plus haute possible (a I'egard de I'ordre 
partiel sur les partitions) quand fc = 0. Nous appliquons ensuite le Lemme EH pour 
obtenir le resultat requis. 

Pour etabhr I'enonce l|2l, on repete le calcul precedent en termes des symboles 
au lieu des w-symboles. De plus, il est egalement facile de traiter le cas ou fc < 0, 
ainsi que ceux de type C et D. □ 

Nous retournons maintenant a la preuve de la Pronosition l3..SI Comme nous avons 
deja remarque, la demonstration dans le cas d'un groupe exceptionnel ne consiste 
qu'en des calculs explicites des representation induites. Cependant, il n'est pas 
necessaire de calculer I'induite de toute representation de toute pseudo sous-groupe 
parabolique du groupe dual. La premiere moitie de I'argument ci-dessous, qui est 
de toute fagon necessaire pour les groupes classiques, permet aussi de diminuer le 
nombre de calculs explicites qu'il faut faire pour les groupes exceptionnels. 

Demonstration de la Pronosition \H.f\ Nous commengons par demontrer qu'il suffit 
de considerer les sous-groupes de Levi et pseudo sous-groupes de Levi maximaux 
de G* (nous verrons au cours de cette demonstration la raison pour laquelle il ne 
suffirait pas de considerer les seuls pseudo sous-groupes de Levi maximaux). Si L* 
n'est pas un tel sous-groupe maximal, soit M* un pseudo sous-groupe de Levi de G* 
tel que L* soit un sous-groupe de Levi de M*, et soit W" son groupe de Weyl. Soit 
M le groupe dual de M* . (II est probable que M ne soit isomorphe a aucun sous- 
groupe de G). Supposons la proposition deja etablie pour L* en tant qu'un pseudo 
sous-groupe de Levi du dual de M, ainsi que pour M* comme pseudo sous-groupe 
de Levi du dual de G. Ecrivons la representation induite de Ei comme somme d'un 
nombre fini de representations irreductibles de W" : 
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ou les rrii sont des entiers positifs. Soit la cellule bilatere de W" a laquelle 
appartient F^, et soit O- la classe unipotente speciale de M* a laquelle correspond 
di. En particulier, supposons les etiquettes i choisies de telle sorte que di soit la 
cellule induite de Ci. II est important de remarquer ici que O'l est la classe induite 
de Oi, puisque L* est un sous-groupe de Levi de M*. On salt que Ind^/. O'l = O, 
ainsi que Indji|^// di = c. 

Pour tout i, nous savons que supplnd^// Fi C Ind^. C O, on la deuxieme 
inclusion est consequence du fait que I'induction est une application croissante. 
L'enonce (QJ est ainsi etabli. Les cellules c' auxquelles appartiennent les termes de 
IndJ^// Fi satisfont c' < Ind^//di, mais puisque I'induction des cellules est aussi 
croissante, le fait que d^ < di implique que Ind{^// di < c. L'enonce Q est done 
egalement etabli. 

Dorenavant, nous supposons que L* est soit un sous-groupe de Levi maximal soit 
un pseudo sous-groupe de Levi maximal. Si G est simple et de type exceptionnel, il 
faut simplement calculer les induites de toutes les representations irreductibles de 
tous les tels sous-groupes maximaux. Les auteurs ont effectue ces calculs a I'aide 
du logiciel CHEVIE |I2_. Nous ne donnons pas de details de ces calculs. 

Considerons maintenant le cas ou G est simple et de type classique. Les sous- 
groupes de Levi et les pseudo sous-groupes de Levi maximaux de G* ont les formes 
suivantes : 

sous-groupes de Levi pseudo sous-groupes de Levi 



Type B : 


Ak-i 


X Cn-k 


Ck 


X Cn-k 


Type C : 


Ak-i 


X Bn-k 


Dk 


X Bn-k 


Type D : 


Ak-i 


X Dn^k 


Dk 


X Dn-k 



Nous pouvons en fait faire une reduction supplementaire : dans le type B, par 
exemple, on peut faire I'induction d'un sous-groupe de Levi maximal en deux etapes, 
d'abord de Ak-i x Cn-k a Ck x Cn-k, et puis de ce dernier pseudo sous-groupe de 
Levi a Bn- II sufHt done de traiter les sous-groupes de Levi maximaux de la forme 
An-i- De plus, il est seulement necessaire de considerer les representations de W 
qui ne resultent pas de I'induction tronquee d'une representation d'un sous-groupe 
parabolique propre. 

Pour le groupe de Weyl W de type An-i, la seule representation qui n'est pas 
induite de cette fagon est la representation signe, laquelle correspond a la partition 
[1"]. Nous savons que la multiplicite de la representation correspondant a (a,/3) 
dans IndJ^, [1"] est donnee par le coefHcient de Littlewood-Richardson c]^^'. Ce 
dernier s'annule si (a,/3) n'est pas de la forme ([1^], [1""^]). Les deux conclusions 
du Lemme ITTl traduites dans le langage des classes et des cellules, deviennent les 
deux parties de la presente proposition. 

Pour les pseudo sous-groupes de Levi maximaux, il n'est pas avantageux d'ex- 
clure les representations induites de notre discussion. Nous employons le LemmeEHI 
enonce ci-dessous. Ce lemme dit precisement ce qui est necessaire pour appliquer 
le Lemme lequel implique ensuite la presente proposition. □ 

Le meme argument que celui utilise dans la preuve de 3, Proposition 4.1] permet 
de deduire le lemme suivant des assertions VIII. 3. (2), 4.(3), 5.(1) et 5.(2) de |29j . 

Lemme 3.8. Soit L* un pseudo sous-groupe de Levi de G* de rang maximal, et 
soit W = Wi X W2 son groupe de Weyl, oil Wi et W2 sont des facteurs simples de 
type classique. Soient (ai,/3i) et {a2,P2) deux paires de partitions parametrant des 
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representations irreductibles de Wi et W2 respectivement. Alors toute composante 
irreductible qui intervient dans la representation induite Ind}^/ (ai, Kl {0.2,(32) 
est parametree par une paire {a, (3) verifiant 

a<aiVa2 et /3</3iV/32. 

De plus, il existe un terme dans la representation induite pour lequel ces inegalites 
sont des egalites. 

4. Representations et classes de conjugaison de A{0) 

Soit Mg (resp. N'q) I'ensemble des couples {0,i:) (resp. (0, C)) ou O est une 
classe unipotente et tt est une representation irreductible (resp. C est une classe 
de conjugaison) de A(0). Dans ^ a ete introduit un ordre partiel naturel sur A/g.. 
Dans cette section nous traduisons cet ordre en un ordre partiel sur Mg, dans le but 
de comprendre la propriete d'etre bien supportee en termes de cette ordre partiel. 
En ^I], Geek a etabli une suite de proprietes des faisceaux caracteres associes a 
des representations induites verifiant une condition particuliere a I'egard de I'ordre 
partiel usuel sur I'ensemble des classes unipotentes. La comprehension de la relation 
entre I'ordre partiel sur Ng et la propriete d'etre bien supporte devrait permettre 
d'etendre ces resultats de Geek au cas ou sa condition n'est pas satisfaite. 

Nous allons etudier les groupes A{0) comme groupes de Coxeter, d'apres des 
idees de et de Chacun des groupes A{0) est soit un produit de plusieurs 
exemplaires de S2 soit I'un des groupes 5*3, S'4, ou S'5. Done de tels groupes sont 
tons des groupes de Weyl de type A. Pour la discussion suivante, H designera un 
produit quelconque de groupes de Weyl de type A. Supposons choisi un ensemble 
n de reflexions simples pour H. On pent associer a tout sous-ensemble P de 11 le 
sous-groupe Hp de H engendre par les elements de P. Puisque tous ces groupes sont 
des produits de certains groupes symetriques, il est facile d'etablir la proposition 
suivante. 

Proposition 4.1. II y a une bijection entre I'ensemble Irr(iJ) des representations 
irreductibles de H et I'ensemble des sous- ensembles deH a conjugaison pres, donnee 
par 

TT P si TT ~ e (g) jij^e, 
ou j designe I'induction tronquee et e est la representation signe. 

(La raison pour laquelle nous tensorisons la representation induite avec la represen- 
tation signe est que plus tard, nous prefererons que la representation triviale soit 
la plus grande dans I'ordre partiel. Si nous ne tensorisions pas ici, la representation 
signe serait la plus grande.) 

Nous decrivons ensuite une recette pour associer une classe de conjugaison dans 
H a tout sous-ensemble P de H : si P = {si,...,Sfc}, notons Cp la classe de 
conjugaison de I'element si • • • s/c G H . Ce dernier element depend, bien sur, sur 
I'ordre dans lequel nous avons ecrit les elements de P, mais grace au fait que H est 
un produit de certains groupes symetriques, il est facile de demontrer que la classe 
Cp n'en depend pas. (On commence par se rappeler que les classes de conjugaison 
dans Sn sont parametrees par les partitions de n, de sorte que les parties d'une 
partition donnent les longueurs des cycles faisant partie d'un element de la classe. 
Ensuite on remarque que cette partition pent etre calculee d'apres une liste non 
ordonnee de reflexions simples). 
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II est evident que si P et Q sont deux sous-ensembles de H, alors les classes 
Cp et Cq sont egales si et seulement si P et Q sont conjuguees. Done la recette 
ci-dessus nous donne egalement una fagon d'associer une classe de conjugaison a 
toute representation. 

Proposition 4.2. L 'application it ^ P ^ Cp est une bijection entre Irr(i?) et 
I'ensemble C\{H) des classes de conjugaison de H . 

Pourtant, cette application n'est pas du tout canonique : elle depend sur le choix 
des reflexions simples. Neanmoins, nous pourrons resoudre ce probleme en utilisant 
I'ordre partiel sur Mq pour obtenir un ensemble canonique de reflexions simples. 
Rappelons que I'ensemble Cl{H) herite d'un ordre partiel de de sorte que la 
classe triviale soit I'unique element minimal. Appelons une classe C superminimale 
si elle a la propriete que C > C implique que C est triviale : les classes super- 
minimales sont les classes aussi petites que possible sans etre triviales. Le choix des 
reflexions simples dans p] consiste precisement en des representants de classes de 
conjugaison superminimales. 

Le resultat suivant a ete obtenu de maniere independante par Sommers |27j . 

Proposition 4.3. II existe un ensemble S C A{0) d 'involutions, unique modulo 
conjugaison, tel que 

(1) tout element de S appartient a une classe de conjugaison superminimale; 

(2) toute classe de conjugaison superminimale possede au moins un represen- 
tant dans S ; 

(3) S constitue un ensemble de reflexions simples pour la presentation de A{0) 
comme groupe de Coxeter. 

Demonstration pour les groupes exceptionnels . Si O est une classe unipotente dans 
une groupe exceptionnel avec A{0) non trivial, on a toujours que A{0) ~ Sn avec 
2 < n < 5. Un coup d'oeil sur les tables de P montre qu'il y a toujours une unique 
classe superminimale, dans laquelle se trouvent toutes les reflexions du groupe. II 
est done evident que Ton peut choisir un ensemble de reflexions simples de sorte 
que les conditions ci-dessus soient satisfaites. □ 

Avant de prouver la proposition precedente pour les groupes classiques, nous 
avons besoin d'une description plus precise de I'ordre partiel sur C\{A{0)). La 
proposition suivante, qui fournit une telle description, emploie le langage des parti- 
tions marquees, qui sont des objets combinatoires parametrant I'ensemble Nq, ainsi 
que la definition de I'ordre partiel sur M'q en termes de la dualite generalisee de 
Sommers, notee ds (voir p]). 

Proposition 4.4. Soient ^"^X et ^'^ deux partitions marquees qui sont associees 
a la meme classe unipotente. Supposons que v et v' ont tous deux un nombre pair 
de parties, en ajoutant un a la fin dans type C si necessaire. Ecrivons les parties 
des partitions marquantes comme 

ly ^ [ai < hi < ■ ■ ■ < ak < bk] 

i^' ~ [ci < di < ■ ■ ■ < ci < di]. 

Alors ^"''A > ^'^ ^X si et seulement si, pour tout i, 1 < i < I, il existe un j , 1 < j < k, 
tel que 

(1) ttj < Ci < di < bj. 
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Demonstration. Si ly et ly' verifient la condition ci-dessus, il est facile de voir que 
{'^)\ > )A a partir des formules de par la methode de "division en blocs." En 
particulier, la condition iQJ implique qu'une division en blocs de ^'^^A est toujours 
une division en blocs de ^A. La preuve se ramene, alors, au cas on ^''^A est un "bloc 
de base" : c'est-a-dire, ly n'a que deux parties, qui sont respectivement la plus grande 
partie marquable de A et la plus petite partie de A (qui est supposee marquable). 
Dans ce cas, une comparaison directe des formules de [fl Proposition 4.12] et celles 
pour ds montre que Ton a toujours dsi^^^X) < ds{^'^ ^A), et done ^"^^A > ^A. 

Pour I'autre implication, remarquons que si la condition (QJ est satisfaite, toute 
partie de v' de hauteur impaire a une hauteur generalisee impaire dans v. D 'autre 
part, toute partie de v de hauteur paire a une hauteur generalisee paire dans v. Par 
contre, si la condition Q n'est pas satisfaite, alors il existe ou une partie de v' de 
hauteur impaire dont la hauteur generalisee dans ly est paire, ou une partie de ly 
de hauteur paire dont la hauteur generalisee dans ly' est impaire. Choisissons une 
telle partie. Nous pouvons maintenant repeter le calcul qui est effectue au cours de 
la preuve du Theorem 5.1 de jlj, en faisant jouer le role de a notre partie choisie. 
Ce calcul montre que dsi^'^^X) ^ ds{^'^ ^A). Nous en concluons que si n'est pas 
satisfaite, alors ^''^A ^ ^-^'^A. □ 



Demonstration de la Proposition \4 .3\ pour les groupes classiques. Dans ce cas, le 
groupe A{0) est toujours un produit de plusieurs exemplaires de <S'2, done tout 
element est une reflexion. Puisque le groupe est abelien, toute classe de conjugaison 
ne contient qu'un seul element. Done il faut simplement verifler que les elements 
superminimaux constituent un ensemble de reflexions simples. Si ai < • • • < 
sont les parties marquables d'une partition A, la proposition precedente implique 
que les classes superminimales sont 

{[ai.a^])^^ {la2,a,])^^ ^ ([a.-i ,a,]);^ f^^^^^^ ([a^]}j^ ^^^^ ^^p^ (jy 

D'apres on salt regarder A(0) comme sous-quotient d'un S'2-module libre 
engendre par k generateurs. On en deduit et que les elements nommes ci-dessus 
engendrent A{0), et que le nombre d'elements est egal au rang de A{0) comme 
S'2-module. Par consequent, nous avons trouve I'ensemble S tel que decrit dans la 
proposition. □ 

Les Propositions 14.21 et 14.31 ensemble nous fournissent une bijection naturelle 
Afc «^ A/'q. Enfin la relation promise au debut de la section est precise dans le 
theoreme suivant. A partir de la Deflnition 13.11 ce theoreme est presque trivial, 
mais peut-etre que son enonce aide a eclaircir ce que signifie etre bien supporte. 

Theoreme 4.5. Les termes d'une representation bien supportee d'un groupe de 
Weyl W appartenant a la cellule bilatere la plus haute correspondent tous a des 
elements deNa- De plus, parmi les termes qui sont associes a I'unique classe max- 
imale dans le support, il y a un unique terme maximal a I'egard de I'ordre partiel 
naturel sur Afc ■ 

Demonstration. Le premier enonce equivaut au Lemme lT2l Le deuxieme enonce est 
consequence du fait que la representation de Springer de I'unique classe maximale 
Co dans le support (qui a toujours lieu dans une representation bien supportee) 
correspond a la representation triviale de ^4(00), qui est toujours maximale dans 
I'ordre partiel sur C\{A{Oo)). □ 
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5. Application aux supports unipotents des faisceaux caracteres 

Les faisceaux caracteres sur G sont certains faisceaux pervers G-equivariants dans 
la categorie derivee des Q^-faisceaux constructibles sur G, qui ont ete introduits par 
Lusztig dans Nous notons G leur ensemble et rappelons brievement quelques 
resultats concernant leur classification. 

Nous supposons que p est bon pour G, que le centre Z(G) de G est connexe et 
que G/ Z(G) est simple. Soit T un tore maximal de G fixe et soit W = ^g{T)/T 
le groupe de Weyl de G associe. Soient G* le dual de Langlands de G et T* C G* 
un tore maximal dual de T . II existe une surjection canonique de G sur I'ensemble 
des W^-orbites sur T*, |19l Corollaire 11.4]. Soient s S T* et (s) son orbite sous 
W . Nous notons G^ I'ensemble des faisceaux caracteres qui appartiennent a la fibre 
au-dessus de (s) de la surjection citee. Soit Wg le groupe de Weyl relativement a T* 
du centralisateur G* = Cg* (s) de s (ce dernier groupe est connexe, puisque Z(G) 
I'est). 

Rappelons maintenant que la correspondance de Springer generalisee, due a 
Lusztig, est une application qui etend la correspondance de Springer d'origine en 
une bijection 

y. □lrr(W^f)^AAG, 

I'union etant prise sur les classes de G-conjugaison de couples (i,to), oii L est 
un sous-groupe de Levi de G et io un element "cuspidal" de TVl, et oii Wj^ = 
^g{L)/L (voir et |21[ §4.4]). En particulier, cette application attache a tout 
couple (O, tt) e Ma un certain sous-groupe de Levi L. 

Soit O une classe unipotente dans G et soit £ un systeme local irreductible G- 
equivariant sur O. Nous identifions le couple {0,£) avec le couple correspondant 
L = (0,7r) € Mg et notons IC((9,7r) le complexe de cohomologie d'intersection sur 
I'adherence de Zariski de O associe. Nous posons = dimO + dimZ(L), ou L est 
le sous-groupe de Levi attache a l par la correspondance de Springer generalisee. 
D'apres JHl (2-6) (e)] et ^1 6.5], la restriction d'un faisceau caractere A G G a la 
variete unipotente Guni de G s'ecrit : 

(2) A|g„„. - '"A. A, ou A = IC((5,^)K], 

et ou les mA,L sont certains entiers naturels. Si la restriction de ^ a Guni est non 
nulle, alors il existe au moins un i tel que to^ ^ ^ 0. Nous allons decrire ces entiers 
mA,i. ■ c'est I'objet de la Proposition [Ol 

Soit A un faisceau caractere sur G dont la restriction a Guni est non nulle. II pent 
etre obtenu comme facteur direct d'un "induit parabolique" ind^(Ao) d'un faisceau 
caractere cuspidal Ag sur un sous-groupe de Levi L d'un sous-groupe parabolique 
de G, tel que la restriction de a ^uni est non nulle (ici ind^ designe I'induc- 
tion des faisceaux caracteres definie en §4]). II existe un element semi-simple 
s G T* tel que Aq e Lg et les faisceaux caracteres intervenant dans ind^(Ao) 
sont parametres par les classes d'isomorphisme de representations irreductibles du 
pseudo sous-groupe parabolique Wl,s = Ng. (L*)/L* du dual du groupe de Cox- 
eter fini Wj^. Nous notons A'^^^ le faisceau caractere defini par la representation 
El e Irr(W^L,,). 

Lorsque G est un groupe exceptionnel, L est soit un tore soit le groupe G lui- 
mgme, et Wj^ est done soit W soit le groupe trivial. Soit Gl le groupe de meme 
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type que G de groupe de Weyl et I'image de It:y{W^) dans Mgl par la 

correspondance de Springer (non generalisee) pour le groupe Gl- A tout w-symbole 
est attache un entier relatif d, appele le defaut du u-symbole. Dans le cas des groupes 
classiques, il resulte de la classification des faisceaux caracteres cuspidaux que W^f 
est de la forme suivante et I'ensemble Mq^ est en bijection a la fois avec Irr(Wf^) 
et avec le sous-ensemble de I'ensemble des u-symboles parametrant A/g forme des 
M-symboles de defaut d, ou d est defini comme suit. 

Defaut 

TypeS: B„_2t^_2t d=l + 2t 

Type C : C„_(8t2±2t) d^l±4t , 

Type D : < „ . , 

[Bn^gt^ smon d = it 

oh t est un certain entier positif (nul si et seulement si L = T) . 
Soit 7 : Mg le compose 

qui est egal a I'inclusion canonique Mq'^ ^ Ng, lorsque L est egal a T. Lusztig 
a donne des formules pour 7 en termes des u-symboles lorsque G est un groupe 
classique et L ^ T J3 §12.2 et §13.2], mais sa description n'est pas correcte dans 
le cas oil G est de type C et I'image de Mgl consiste en des u-symboles de defaut 
negatif. Shoji a explique la correction dans (23 Remark 5.8] : dans ce cas-la, il 
faut employer une certaine bijection entre Irr(VF^) et les u-symboles de defaut 1 
differente que celle decrite a la Sectional {Caveat lector : la formule (5.4.2) de 
[25] . qui aurait du etre egale a celle de Lusztig selon le Remark 5.8, ne Test pas. 
Nous remercions F. Liibeck pour nous avoir indique la correction : au cas de defaut 
positif, il faut remplacer I'expression (2d — 1)" par "5 + (2d — 2)"). Cependant, 
pour nos propres calculs a venir, il sera plus commode de conserver cette derniere 
bijection, et faire plutot la modification au niveau des u-symboles. Les formules 
suivantes pour 7(|^), dans ce dernier cadre, se deduisent immediatement de celles 
de Shoji. Nous avons ecrit = [ai < • • • < a„ (ou am+i)] et f]L — [bi < ■ ■ ■ < h 



ml - 



(3) 




Type D : 



■■ 4t-2 ai+4t ■■■ a,„+i+4t 
bi ■■■ 6,„ 

8t-2 ai+St ■■■ am + l+St 
bi ■■■ 

bi ■■■ 6m 

8t-5 ai+8t-3 ■■■ a„ + i+8t-3 

8t-4 ai+8t-2 ■■■ a„ + i+8t-2 
bi ■■■ 



si d > 1 
si d < -1 



Soient Lad et Ldcr respectivement le groupe adjoint et le sous-groupe derive de 
L et soit pr: L — + Lad la projection canonique. D'apres ^1 (17.10)], il existe un 
faisceau caractere cuspidal Aq sur Lad tel que Aq = pr*(Ao) (8) £, ou £ est un 
systeme local de Kummer sur L, qui est I'image reciproque d'un systeme local sur 
L/Ldcr sous I'application canonique L — > L/Ldor- Soit L*^^^. ^ L* le plongement 
correspondant entre les groupes duaux. Si Aq appartient a (Lad)s, avec s € T*r]L*^^^, 
et C correspond a I'element central z de L*, alors ^0 € Ls, ou s — sz. Remarquons 
que L*=L|. 

Les faisceaux caracteres sur G qui interviennent dans ind^(pr* (ylo)) sont eux 
parametres par les classes d'isomorphisme de representations irreductibles du groupe 
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Wf^ — Nc'{L*)/L* ~ Wl.s- Nous noterons le faisceau caractere defini par 
E' G Irr(VK^). La restriction de A'^^, a Guni est a support sur O et egale a A^, sur 
sur O, si t = (O, tt) — v{E'). Les faisceaux caracteres Ao et pr*(^o) out meme 
restriction a Luni et Ton a 



(4) A%^^^{E' :lndZl^{E,))j^E,=^{E' ■.lndll^{E,))A,^E') sur G„ 



ou E' parcourt les representations irreductibles de Wj^, a isomorphisme pres, et 

{E' : Ind^;j,^ (^i)) designe la multiplicite de E' dans la representation induite 

i? = lndj^^ ^(i?i), m (2.6)]. 

La proposition suivante se deduit immediatement de Q et 

Proposition 5.1. Soit A = A%^ un faisceau caractere sur G, avec Ei € Irr(VFL,s). 
Alors 



_Ue' : Ind{^f ^(-Bi)) si i = v{E'), avec E' e Irr(VKf ) 
" 1 siLiv{}xT{W2)). 



Theoreme 5.2. Soit A un faisceau caractere non identiquement nul sur la variete 
unipotente. II existe alors une classe unipotente Oa sur laquelle la restriction de A 
n'est pas nulle et dont I'adherence de Zariski contient toute classe unipotente sur 
laquelle cette restriction n'est pas nulle. 

Demonstration. La relation Q permet d'associer a A un certain sous-ensemble 
P C J^Ol^ ciui contient les elements correspondant a des representations E' de W^f 

telles que {E' : IndJ^^ ^ ^- Dans le cas ou L = T, la nronosition 13. .31 dit 

que tons les elements de ce sous-ensemble sont associes a des classes unipotentes 
contenues dans I'adherence de Zariski de O, et done le theoreme est demontre. Si 
L ^ T, nous voudrions que I'image j{P) C N'g ait cette derniere propriete. Nous 
traiterons les cas de G classique et de G exceptionnel separement. 

Pour G exceptionnel, la seule possibilite est que L = G, comme nous avons deja 
remarque. Dans ce cas I'ensemble J^q^ ne contient qu'un seul element, et done il 
est evident que 7(P) a la propriete cherchee. 

Pour G classique, nous pouvons appliquer le Lemme 13.81 La conclusion de ce 
lemme-la, traduite dans le langage des w-symboles, dit qu'il existe un unique element 
de P dont le M-symbole (|°) a la propriete que 

(5) ^"<C"o et fj<rio 

pour tout autre u-symbole (?) qui est membre de P. La description ci-dessus de 
7 montre que 7 conserve la relation lO, et done il est possible d'appliquer le 
Lemme I301 aux elements de "y{P). Le theoreme en decoule. □ 

Definition 5.3. La classe Oa est appelee le support unipotent de A. 

Lusztig a defini une surjection canonique de Gs sur I'ensemble des cellules bi- 
lateres de Ws en Corollary 16.7]. Si c est une cellule bilatere donnee de Ws, 
nous notons Gs^c I'ensemble des faisceaux-caracteres dans la fibre au-dessus de c 
de cette surjection. Nous obtenons ainsi une partition de Gs : 

Gs ~ I I Gs C5 
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ou c parcourt les cellules bilateres de Ws. Nous associons une classe unipotente 
Os^c a I'ensemble Gs,c de la maniere suivante : soit Ei la representation speciale 
de Ws, d'apres le Theoreme 13.41 la representation induite E = Ind^^(£^i) est bien 
supportee et Og.c est definie comme etant I'unique classe maximale dans le support 
de E. La preuve du Theoreme 13 .41 montre que la classe Os,c est la classe induite de 
la classe associee a Ei par la correspondance de Springer, il s'ensuit que Og.c est 
egale a la classe unipotente attache a Gs,c par Lusztig en Js| (13.3)] ou [2T| §10.5]. 

Proposition 5.4. Soit A un faisceau caractere appartenant a Gs,c- Alors la classe 
Oa est contenue dans I'adherence de Zariski de O^.c- 

Remarque 5.5. II est possible de montrer que dimOyi < dimO^.c sans faire 
les longs calculs qui suivent. En effet cette inegalite resulte immediatement du 
Theoreme 1521 combine avec PJ Theorem 1.1. (a)]. 

Demonstration. Lorsque L — T, les classes Oa et Os^c sont egales. Nous supposons 
desormais L different de T. La table ci-dessous resume alors les possibilites pour 
et De plus, chaque groupe VF-f^ contient une unique cellule bilatere cuspidale, 

qui sera notee Cq. La derniere colonne de la table donne I'unique representation 
speciale Ecq dans Cq ^1 §8.1], parametree par des paires de partition. (Ici at 
designe la partition [1 < 2 < ■ ■ ■ < t] de t{t + l)/2). 

W# W^^ E,, 

Type B : -82(2+2* Cf2_,_t x Cf2+t (at, at) Kl (at, at) 

T e C ■ -D4t2 X _B4t2+2t (a2t,a2t-i) Kl (a2t,a2t) si d > 1 

\C8t2_2t -04*2 X _B4t2_2t (a2t,a2t-i) Kl (a2t_i,a2t-i) si d < -1 

Type D : D^t^ 04^2 x D4t2 (a2t, a2t-i) ^ (a2t, a2t-i) 

Soit (CojTTo) I'image par 7 de la representation triviale de Wj^ . La preuve de la 
proposition procede en deux etapes : nous etablissons d'abord que Co = Os,c, et 
puis nous demontrons que pour tout A, la classe Oa est contenue dans I'adherence 
de Zariski de Oq. 

Quel que soit le type de W^, sa representation triviale est parametree par le 
couple {[k],0), ou k est son rang, et done le u-symbole correspondant est (^). 
D'apres (EJ, I'image par 7 de ce u-symbole, i.e., le w-symbole de la paire (C'oji'o); 
est done 



(6) 




{n-2t^-2t)+4:t 



8t-2 (n-8t^-2i)+8t j si d > 1 

si d < -1 





8t-5 (n-8i^+2t)+8t-3 

at-4 (n-8t^)+8t-2 A 
J 

Ensuite nous calculous le u-symbole de la paire (Os.c, !)• Si aucun facteur de type 
D n'a lieu dans alors il faut simplement appliquer le Lemme lHl^ : la represen- 

tation qu'il fournit, parametree par les partitions jointes des partitions d'origine, 
est bien celle obtenue par induction tronquee. D'autre part, la seule representation 
qu'il faut traiter dans le cas oil il y a un facteur de type D est (a2t,a2t-i)- Les 
egalites suivantes decoulent de la description des groupes de Weyl de type D et les 
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formules pour la a-valeur en ,15] : 

Ind^^*^ (a2t, a2t-i) = (a2t,a2t-i) ® (a2t-i,a2t) 

Jo^'a ("2t, a2t-i) = (a2t,a2t-i) 

Grace a la transitivite de I'induction tronquee, ce fait permet de finir le calcul en 
utilisant le Lemme l3^ La table suivante donne les resultats de ces calculs. (Ici 2at 
designe la partition jointe at V at, et A: est toujours le rang de W^). 



(2at,2at) (2at V [fc], 2at) 

(2a2t,a2t V a2t-i) (2a2t V [/c], a2t V a2t-i) si d > 1 

(a2t V a2t-i, 2a2t-i) (a2t V a2t-i V [fc], 2a2t-i) si d < -1 
(2a2t, 2a2t-i) (2a2t V [fc], 2a2t-i) 



Types 
TypeC 
Typei? 

Les u-symboles correspondants sont alors 



4 ■■■ 4t-4 (n-2t"'+2t)+4t 
2 6 ■•■ 4t-2 



(7) Type C 



TypeS: 

|(l 3 % - 8t-7^^_^(n-2t^+2t)+8*-3^ si d < -1 

TypeZ?: 



6 ■■■ 8t-6 (n-8i^) + (8t-2) 
4 ... 8t-8 8t-4 



II est evident que tout w-symbole qui parait dans ^ appartient a meme classe 
de similitude que le w-symbole correspondant dans Nous en concluons que 



La restriction d'un faisceau caractere A intervenant dans ind^ a une classe 
unipotente O est non nulle s'il existe une paire (O, tt) qui fait partie de I'image par 
7 de I'ensemble P C J^ct cissocie a A comme dans la preuve du Theoreme 15.21 
Nous allons montrer ici que si (0,7r) est I'image d'un element quelconque de Mq^, 
alors O C Oq. Cela aura pour consequence que Oa est contenue dans I'adherence 
de Zariski de Os,c- 

Soit (|^) le u-symbole d'un element de J^g^ dont I'image par 7 est (0,7r). 

Le M-symbole de (C',7r), qui sera notee (|), et donne dans lO- Pour faciliter la 
comparaison de O et Oq, augmentons les longueurs des u-symboles de Q jusqu'a 
ce qu'elles soient egales a celles de Q : 



Types 
TypeC 
TypeD 




4t-24-2m (n-2t^-2t)+4t+2m 

2 ... 2m-2 

8t-2+2m (Ti-8t^-2i)+8t+2m '\ si > 1 

1 3 ■■■ 2m— 1 — 



2 ... 2m-2 
8i-5+2m (n-8i^+2t)+8i-3+2m 

8t-4+2m {n-8t^)+8t-2+2m 
2 ... 2m-2 



si d > 1 



Notons (_ ) ce dernier u-symbole. La definition des w-symboles impose que le z-eme 
entier dans chaque ligne d'un u-symbole soit au minimum 2{i — 1) (2i — 1 pour 
la deuxieme ligne d'un u-symbole de type C). Autrement dit, nous avons ecrit les 
deux d'une telle fagon que tout entier dans (|), a I'exception eventuelle du plus 
grand entier sur la premiere ligne, soit plus grand que I'entier correspondant dans 
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(|o)- Soient ^ = ^ U fj et — U fjo- L'observation precedente, traduite dans le 
langage de partitions, dit qu'il existe une correspondance entre les parties de et 
celles de /io telle que toute partie de /io, sauf peut-etre la plus grande, est plus petite 
que la partie correspondante de ^. Cela implique que la somme des i parties les 
plus petites de /i est plus grande que la somme correspondante de certaines parties 
de laquelle est ensuite plus grande que la somme des i parties les plus petites 
de ^0- Puisque la somme de toutes les parties de est egale a celle de no, nous 
pouvons inverser cette inegalite pour conclure que o'i(^o) > o'i(A^) ; i-e., Mo > f^- Le 
LemmelOl implique alors que O C Oq. □ 

Pour tout A G Gs,c, nous posons 
(8) AfaiA) = {{0, 7T)^LeAfG : = Os,. et m^.. ^ 0} . 

Get ensemble apparait deja dans [ITl Theorem 4.5]. 

CoroUaire 5.6. Soit A G Gs.c- L'ensemble Ng{A) est non vide si et seulement si 
Oa est egale a Os.c- 

Demonstration. Le fait que J^fciA) soit non vide est equivalent au fait que la re- 
striction de A a Os.c soit non nulle. Le Theoreme 15.21 montre alors que la classe 
Os^c est contenue dans I'adherence de Zariski de Oa- La Proposition 15.41 impliaue 
alors que les classes Og.c et O sont egales. □ 

Remarque 5.7. Comme le montre I'exemple suivant, le support unipotent d'un 
faisceau caractere A € Gs,c7 non identiquement nul sur la variete unipotente, pent 
etre different de Os,c- Soit G un groupe de type F4, et soit s G G* un element semi- 
simple tel que G* soit de type G3 x Ai . Soit Ei la representation de Ws parametree 
par ([1 < 2],0) [2]. Cette representation n'est pas speciale. La representation 
speciale dans sa cellule bilatere est la representation ([2], [1]) M [2], dont I'induction 
tronquee est la representation de Springer de la classe speciale ^4(01). Nous avons 
done identifie la classe Os,c- Pourtant, I'image par la correspondance de Springer 
des composantes de la representation induite E de Ei consiste en les quatre paires 
suivantes : 

(^4(02),!), {Fi{a2),e), (52,1), et (B2,e). 
(Ici e designe I'unique representation non triviale de A{0)). En particulier, la classe 
Os^c — -^4(01) ne fait pas partie du support de E. Le faisceau caractere A^^_^ est 
done de restriction nulle sur Os,c- 

Remarquons de plus que la classe ^4(02) est speciale, mais que la representation 
de W qui correspond au systeme local non trivial appartient a la cellule bilatere 
qui correspond a la classe speciale ^4(01), c'est-a-dire, a une cellule plus haute que 
celle a laquelle appartient la representation de Springer de I'unique classe maximale. 
Done la representation induite de Ei n'est pas bien supportee. 

Remarque 5.8. Soit A le faisceau caractere intervenant dans ind'^ Aq qui corre- 
spond a la representation triviale de Wj^^. Les calculs effectues ci-dessus montrent 
que Oq est I'unique plus grande classe sur laquelle la restriction de A n'est pas 
nulle. Ce faisceau caractere est alors un element de Gs,c dont le support unipotent 
est Os,c- En particulier, ceci montre (en I'appliquant a L = G, ou le groupe W^j ^ 
est alors reduit a {!}) que le support unipotent d'un faisceau caractere cuspidal 
appartenant a G^ c est egal a Os.c- 
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6. Application aux supports unipotents des caracteres 

6.1. Caracteres et caracteres fantomes. Nous supposons T rationnel et con- 
tenu dans un sous-groupe de Borel rationnel B. Le groupe dual G* herite d'une 
structure Fq-rationnelle et nous notons encore F rendomorphisme de Frobenius as- 
socie a celle-ci. Nous pouvons supposer que les groupes B* et T* sont i^-stables, Q- 
Nous supposons que F{s) = s. Lusztig a associe a toute famille J- de Wg un groupe 
fini Qjr^ et decrit une injection, notee E ^ xe, de la famille T dans I'ensemble fini 
A4{Qjr) des classes de ^jr-conjugaison de paires {x,p), on x est un element de Qj^ 
et p est une representation irreductible sur Q(» (definie a isomorphisme pres) du 
centralisateur de x dans Qj^. Chaque famille J- contient done une unique represen- 
tation speciale : celle-ci correspond a I'element (1,1) de M.{Qj^). L'ensemble Gs,c 
est en bijection avec M[Qjr)^ ou T est la famille des representations irreductibles 
de Ws correspondant a la cellule c. Remarquons que Qjr — A{0) ou O est la classe 
speciale qui correspond a la famille J-. 

D'autre part, Lusztig a defini un accouplement sur M{Qr) par la formule ^Hl 
(4.14.3)] : 



{(a;,p),(j/,T)} 



TT:{gxg \ t) • Ti{gyg ^ , p) 



'\GgA^)\-\GgAv)\ 



Nous notons X(Ws) I'union disjointe, sur toutes les families !F, des ensembles 
M^{Qr) et nous etendons { , } a X(Ws) en posant {x,x'} = si a; et x' sont 
dans des families distinctes. 

II existe une partition de l'ensemble des caracteres irreductibles de en sous- 
ensembles £{G^)s, appeles series de Lusztig, parametres par les classes de conju- 
gaison semi-simples F-stables dans G* . Pour simplifier I'exposition, nous supposons 
dans cette sous-section que le groupe G a un centre connexe et est deploye sur ¥q. 
L'ensemble £{G^)s est alors en bijection avec X{Ws). Nous notons px le caractere 
de G^ parametre par I'element x de XiWs). Nous definissons formellement une 
fonction centrale Rx, appelee caractere fantdme |16l (4.24.1) et p. 347], par 

Rx= ^ {x,y}My)Py, 

ou A: M{Gj^) {±1} est la fonction definie en ^ (4.14)] (la fonction A ne 
prend la valeur —1 que dans quelques cas ou Wg est de type Ej ou Eg). La matrice 
{{x,y}) est unitaire et les Rx, pour x G X{Ws), forment une base orthonormale du 
sous-espace de I'espace des fonctions centrales sur G^ engendre par les caracteres 
appartenant a £s- 

Soit c une cellule bilatere dans Ws- La paire (s,c) definit un sous-ensemble 
£{G^)s,c de £iG^)s, [El (8.4.4) et (6.17)]. De plus, puisque F agit trivialement 
sur Ws, il existe, d'apres [161 Main Theorem 4.23], aussi une bijection de £{G^)s,c 
sur Ai{Gj^), ou J- est la famille de Ws correspondant a c. 

Un faisceau pervers A sur G est dit F-stable si F*A et A sont isomorphes. On 
associe a tout couple {A,ip), forme d'un faisceau pervers i^-stable G-equivariant 
A sur G et d'un isomorphisme (p: F*A^A, une fonction centrale XA,ip sur G^ (a 
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valeur dans Qe), appelee la fonction caracteristique de A associee a t/J, definie par 

i 

ou Tig (A) designe la fibre en g du z-eme faisceau de cohomologie W (A) de A et on 
Ton note encore (p rapplication lineaire que ip induit sur Tl^{A). Pour les faisceaux 
caracteres de restriction non nulle a la variete unipotente il existe un choix canon- 
ique pour ip, indique en [lU (3.2)]. Nous noterons xa la fonction caracteristique 
correspondante a ce choix. 

Le lien entre les caracteres fantomes de et les fonctions caracteristiques de 
faisceaux caracteres i^-stables sur G est fourni par une conjecture de Lusztig. La 
forme ci-dessous de cette conjecture a ete prouvee par Shoji dans : pour tout 
X S X{Ws), on a Rx = Ca^Xa^, ou A^ € Gs,c est parametre par x et Ca^^ est le 
nombre algebrique de module un associe a A^ par |19t Theorem 13.10.(b)]. 

II en resulte, en particulier, que tout caractere irreductible p de G^ qui appar- 
tient a £{G^)s,c est combinaison lineaire de fonctions caracteristiques XA.ip, pour 
des faisceaux caracteres A G Gs,c- Le theoreme suivant est alors une consequence 
evidente de la Proposition 

Theoreme 6.1. Soit p un caractere irreductible de G^ appartenant a £{G^)s,c- 
Toute classe unipotente rationnelle sur laquelle la restriction de p est non iden- 
tiquement nulle est contenue dans I'adherence de Zariski de Os^- 

Nous allons voir ci-dessous que la restriction de p a la classe Os,c est non iden- 
tiquement nulle. Nous definissons la valeur moyenne vni(/, O) et la valeur moyenne 
ponderee vmp(/, 0), sur les points Fg-rationnels d'une classe unipotente F-stable 
O, d'une fonction centrale / sur le groupe de Chevalley fini GiVq), de la maniere 
suivante : notons mi,M2, . . ., Ur des representants dans 0{¥q) des classes de G{¥q)- 
conjugaison contenues dans ©(Fg), alors 

r 

vm(/,0):^5][G^:CGKr]/K)- E 

r 

vmp(/, O) E[^(^^) ■ ^("^)''] 

i=l 

oil A{ui)^ designe le groupe des points de A{ui) fixes par F. Remarquons que 
I'ordre de A{ui) ne depend pas de i. 

Lusztig a conjecture dans ^3], puis demontre dans ^J, qu'etant donne un car- 
actere irreductible p de G(Fq), il existe une unique classe unipotente Op de G telle 
que vm(/9, Op) 7^ et qui soit de dimension maximale pour cette propriete (sous 
I'hypothese que la caracteristique p de F^ est suffisamment grande). En utilisant 
|2H . Geek et Malle ont montre dans qu'il existe une unique classe unipotente 
de G telle que vmp(/9, O^^) 7^ et qui soit de dimension maximale pour cette 
propriete (sans restriction sur p). Les classes O^ et O^^ etant egales, d'apres ^Sl 
Theorem 1.4], nous les noterons desormais simplement Op. 

D'apres pF, Theorem 3.7], si le caractere p appartient a £{G^)s,c, la classe Op 
est egale a la classe Os,c- La definition de vm(p, O) montre d'autre part que si la 
restriction de la valeur moyenne d'un caractere a une classe unipotente est non 
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nulle, alors la restriction du caractere lui-meme a cette classe est aussi non nulle. 
Par consequent, la restriction de p a la classe Os.c est non nulle. 

Remarque 6.2. En mauvaise caracteristique, il pent arriver que le support unipo- 
tent de p (au sens de I'introduction) soit different de Op. Par exemple, dans le cas 
ou G est un groupe simple de type G2, on p est egal a 3 et ou O est la classe 
des elements unipotents reguliers, il existe des caracteres unipotents de dont la 
restriction a est non identiquement nulle alors que leur valeur moyenne sur 
est nulle (voir ^). 

6.2. Supports de valeurs moyennes de caracteres. Dans cette sous-section, 
nous n'imposons pas de condition sur p {i.e., le cas p mauvais est permis). Pour tout 
element w de W ^ nous notons le tore maximal rationnel obtenu a partir de T par 
torsion par I'element w. Pour tout Ei G Irr(H/s), nous definissons la combinaison 
lineaire rationnelle suivante de caracteres de Deligne-Lusztig de Gg ■ 

(9) RsiEi) ^ \W,\-' ^ Tr(w,Si)i?^^(l). 

weWs 

La fonction centrale i?s(£'i) sur G^ ainsi definie est celle de jl6l (3.7.1)] et coincide 
avec le caractere fantome Rxe^ ■ 

Le resultat suivant est prouve dans ^1 Proposition 4.3] pour les caracteres 
unipotents. Nous I'etendons ici a tons les caracteres irreductibles. 

Theoreme 6.3. Soit p un caractere irreductihle du groupe G{¥q) des points ¥q- 
rationnels d'un groupe reductif connexe G. Toute classe unipotente rationnelle O 
telle que vmp(/ci, O) ^ (resp. vm(p, O) ^ 0^ est contenue dans I'adherence de 
Zariski de Op. 

Demonstration. Nous notons V{p,0) soit vmp(/9, 0) soit vm(p, O). Nous com- 
meuQons par nous ramener au cas ou le centre du groupe G est connexe. Pour 
cela, nous fixons un plongement regulier (voir ^| chap. 14] ou [201) de G dans 
un groupe Go a centre connexe de meme groupe derive que G et un caractere ir- 
reductible po de Go(Fq) tel que p intervienne dans la restriction de po a G(Fg). 
Notons nip (> 1) le nombre de caracteres irreductibles de G{¥q) qui apparaissent 
dans la restriction de po a Go(Fg) (ce nombre est independant du choix de po). On 
a alors (voir ^| preuve du Theorem 3.7]) 

\Ago{0)\ V{0, po) - mp\AG{0)\ V{0, p). 

II suffit done de prouver le theoreme pour Go. Nous supposons desormais que le 
centre de G est connexe. 

II existe un element semi-simple s du dual de Langlands de G et une represen- 
tation El du groupe de Weyl Ws de Cg* (s) tel que le produit scalaire de p et 
du caractere fantome Rs{Ei) (defini en EJ soit non nul. D'autre part, toutes les 
representations irreductibles E' de Ws, dont les caracteres fantomes Rs{E') asso- 
cies ont produit scalaire non nul avec p appartiennent a une meme cellule bilatere 
Ci de Ws- La projection uniforme Punif de p {i.e., la projection sur I'espace des 
combinaisons lineaires de caracteres de Deligne-Lusztig) est combinaison lineaire 
de caracteres fantomes Rs{E') tels que E' appartienne a Ci : 

Punif = c{p,E')Rs{E'). 

-E'Sci 
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La valeur moyenne ponderee V{0,p) etant, d'apres ^IQj Proposition 1.3], egale 
au produit scalaire de p par une fonction uniforme (i.e., combinaison lineaire de 
caracteres de Deligne-Lusztig), on a V(0,p) = 1^(0, punif)- Par consequent, 

V{0,p)= J2 c{p,E')V{0,Rs{E')). 

Soit c la cellule bilatere de W induite de Ci. En utilisant la Proposition 13.31 
nous voyons que V{0, p) est combinaison lineaire de valeurs moyennes ponderees 
V{0,Rs{E)), ou E appartient a une cellule bilatere c' telle que c' < c et il sufRt 
alors de raisonner comme dans la demonstration de JHl Proposition 4.3]. □ 
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